
ماده حضور در اینشتین معادله

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠٣ دی ٢٩

مقدمه ١

مثل ای معادله به را Rµν = 0 معادله که است این رسد ͳم ذهن به که چیزی اولین بنویسیم، ماده حضور در را میدان معادله آنکه برای

Rµν = κTµν (١)

گرانش تولید برای ماده تاثیر میزان دهنده نشان که است ͳثابت κ و است ماده انرژی و جرم به وابسته که است تانسوری Tµν آن در که دهیم تعمیم

و کنیم تعریف را تانسوری چنین که است این کار اولین رویم. ͳم پیش تدریج به و کنیم ͳم شروع گمان و حدس همین از انحناست. همان یا

نهایی معادله به درس این پایان در کند. تغییر بایست ͳم نیز معادله این اول طرف که دید خواهیم رویم ͳم پیش که تدریج به بفهمیم. را آن خواص

است: زیر ش΋ل به که رسیم ͳم گرانش

Rµν − 1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (٢)

اول طرف چرا که گرفت خواهیم یاد سپس و شویم ͳم آشنا شود،  ͳم نامیده ١ ماده انرژی تانسور که Tµν تانسور با نخست درس این در بنابراین

کنیم. ͳم پیدا را ثابت ضریب مقدار سرانجام و کند تغییر بایست ͳم نیز معادله

The material energy tensor١

١



ماده انرژی تانسور ١ . ١

ذره همراه زمان همان یا ویژه زمان τ رابطه این در ٢ کند. ͳم حرکت uµ = dxµ

dτ ویژه سرعت با که بΎیرید نظر در m س΋ون جرم به ای ذره

تانسور Έی Tµν = muµuν و بردار Έی Pµ = muµ صورت این در دارد. ͳسان΋ی مقدار ها چارچوب ͳتمام در و است اس΋الر Έی که است

بنویسیم: زیر صورت به را آن بایست ͳم ناگزیر دهیم تعمیم ماده از سیال Έی یا پیوسته توزیع Έی برای را تانسور این بخواهیم اگر است.

Tµν = ρuµuν . (٣)

داریم است،  uµ = dxµ

dτ که آنجا از

uµuµ =
dxµdxµ

dτ2
= c2. (۴)

نتیجه در

Tµ
µ = ρc2. (۵)

اس΋الر Έی ρ ͳیعن ͳالΎچ که چرا نیست کلمه دقیق معنای به تانسور Έی Tµν حقیقت در اینکه آن و کنیم توجه باید مهم نکته Έی به البته

پرداخت. خواهیم درس ادامه در موضوع این به کند.) ͳم تغییر ͳالΎچ دلیل همین به و کند ͳم تغییر حجم مختلف های چارچوب (در نیست.

خاصیت دارای تانسور این که داد خواهیم نشان چنین هم درس ادامه در کنیم. ͳنم منحرف یا متوقف نکته این خاطر به را بحث جریان فعلا اما

است: زیر

Tµν
;ν = 0. (۶)

دهیم. قرار اینشتین معادله راست طرف در توانیم ͳم که است دویی رتبه تانسور تنها این است. صفر با برابر تانسور این دیورژانس دیΎر عبارت به

یاد قبل درسهای از را تانسوری چنین خوشبختانه دهیم. قرار صفر دیورژانس با تانسوری نیز معادله این چپ طرف بایست ͳم کنیم، چنین اگر اما

صورت به که است اینشتین تانسور تانسور این ایم: گرفته

Gµν := Rµν − 1

2
gµνR (٧)

است. س΋ون جرم همان m از منظور معمولا و رود ͳم کار به کمتر نمادگذاری نوع این که است ͳمدت کنیم. ͳنم استفاده س΋ون جرم نمایش برای m0 بعد به این ٢از
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نویسیم ͳم زیر صورت به ماده حضور در را میدان معادله بنابراین کند. ͳم صدق Gµν
;ν = 0 رابطه در و شود ͳم تعریف

Rµν − 1

2
gµνR = κTµν . (٨)

شود. تعیین باید که است ͳثابت κ آن در که

κ ثابت تعیین ٢

رسیم: ͳم زیر رابطه به و گیریم ͳم رد (٨) معادله طرفین از نخست کنیم. تعیین را k ثابت بایست ͳم حال

R− 2R = κTµ
µ (٩)

،Tµ
µ = ρc2 دادیم نشان اینکه به توجه با یا و

R = −κρc2. (١٠)

کنیم: ͳم ͳبازنویس زیر صورت به را (٨) معادله بنابراین

Rµν +
κ

2
gµνρc2 = κρuµuν (١١)

جملات جابجایی و طرف دو در ها اندیس آوردن پایین با یا

Rµν = κρ(uµuν − gµν
1

2
c2) (١٢)

تعیین برای حال است. صادق است ͳ΋تری΋ال بار بدون ی΋نواخت سیال Έی از ͳناش انرژی ماده تانسور که مواردی همه برای معادله این اینجا، تا

یا 00 مولفه مثلا طرف دو های مولفه از ͳ΋ی به است ͳکاف κ ثابت

R00 = κρ(u0u0 − g00
1

2
c2) (١٣)

متغیر زمان با (که ایستا و ضعیف های میدان در که دادیم نشان خلاء) در میدان (معادله قبل درس در کنیم. نگاه ضعیف های میدان حد در

نیستند)

g00 = 1− 2ϕ

c2
(١۴)
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و

R00 = − 1

c2
∇2ϕ. (١۵)

رسیم: ͳم زیر رابطه به دوم رتبه جملات از کردن نظر صرف و (١٢) رابطه در جملات این قراردادن با .u0u0 = c2 که دانیم ͳم چنین هم

− 1

c2
∇2ϕ = κρ

c2

2
(١۶)

ͳیعن ͳنیوتن گرانش معادله با رابطه این مقایسه

∇2ϕ = −4πGρ, (١٧)

کند: ͳم مشخص را κ مقدار

κ =
8πG

c4
. (١٨)

آید: ͳم در زیر نهایی صورت به ماده حضور در ͳنسبیت گرانش میدان معادله بنابراین

Rµν − 1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (١٩)

خمیده فضازمان در چΎونه ماده که دهد ͳم نشان نیز ژئودزی معادله کند. ͳم ایجاد انحنا زمان فضا در چΎونه ماده که دهد ͳم نشان معادله این

است. سخت بسیار هستند، ͳغیرخط و تافته هم به که معادلات این دقیق حل با ͳشمس منظومه در سیارات حرکت توصیف طبیعتا کند. ͳم حرکت

با تواند ͳم ͳنیوتن گرانش همان و نیست،  لازم معادلات این از استفاده ،ͳشمس منظومه در سیارات حرکت نظیر ها پدیده از بسیاری برای خوشبختانه

نتایج با ͳدقیق ͳخیل تطابق شوند ͳم حاصل نیوتن گرانش معادلات حل با که ͳنتایج خاص، شرایط در اما کند. توصیف را ها پدیده این خوبی دقت

به ͳخیل جایی در را میدان خواهیم ͳم اینکه یا است زیاد ͳخیل سیارات حرکت سرعت یا که شوند ͳم حاصل ͳوقت شرایط این ندارند. مشاهدات

،ͳنیوتن گرانش از بیشتر ͳخیل زحمت با اگرچه معادلات، این حل ͳشرایط چنین در کنیم. تعیین  (ͳنوترون ستاره یا (خورشید مرکزی ستاره یا خورشید

خواهیم ها پدیده این به آینده درس در است. گرانش از اینشتین توصیف ͳدرست دهنده نشان که شود ͳم نظریه و مشاهده بین ͳدقیق ͳخیل تطابق باعث

این از ͳ΋ی دانست، اینشتین گرانش فرد به منحصر محصول را آنها توان ͳم تقریبا که دارند وجود نیز دیΎری مهم بسیار های پدیده البته پرداخت.
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کنیم. بحث بیشتر بیشتر انرژی ماده تانسور باره در که است آن وقت اکنون اما پرداخت. خواهیم آن به آینده های درس در که است سیاهچاله ها پدیده

تانسوری های ͳالΎچ ٢ . ١

تغییر ͳمعین ش΋ل به آنها های مولفه مختصات،  تبدیل تحت که هستند اشیایی ها این ایم. شده آشنا تانسورها و بردارها و اس΋الرها با کنون تا

نقطه به نقطه نیز تانسور Έی مختصات تبدیل رابطه نتیجه در و کنند ͳم تغییر نقطه به نقطه تبدیلات این که است این مهم نکته کنند. ͳم

ش΋ل به هم خمینه روی اس΋الر میدان این انتگرال آیا که است این سوال است. اس΋الر میدان Έی S که کنید فرض حال کند. ͳم تغییر

مولفه که معناست این به باشد، تانسور Έی Tµν)(x) اگر واق΄ در نه؟ یا هست تعریف خوش کمیت Έی
∫
M

Sd4x =
∫
M

Sdx0dx1dx2dx3

شوند ͳم تبدیل زیر صورت به آن های

Tµ′ν′
(x) =

∂x
′

∂xµ
|x

∂xν′

∂xν
|x Tµν (٢٠)

ͳیعن مختلف نقطه دو در تانسور دو مجموع دلیل همین به دارند. نظر مورد نقطه به ͳبستگ نیز رابطه این در موجود مشتقات که دانیم ͳم و

احتیاج ما جاها از بسیاری در اما کند. ͳم صدق نیز بردارها و اس΋الرها مورد در موضوع همین نیست. تانسور Έی دیΎر Tµν(x1) + Tµν(x2)

است این اش ΁پاس ب΋نیم؟ باید چه موارد این در که است این سوال داریم؟ خمینه Έی روی تانسورها انتگرال ͳحت یا تانسورها مجموع محاسبه به

آنها از یا و کرد جم΄ هم با مختلف نقاط در توان ͳم را تانسورها ͳالΎچ گوییم. ͳم تانسور ͳالΎچ آن به که کنیم تعریف چیزی بایست ͳم که

زیر رابطه که دانیم ͳم کند. ͳم تغییر چΎونه انتگرال درون حجم المان دهیم، ͳم تغییر را مختصات که ͳوقت ببینیم باید نخست گرفت. انتگرال

است: برقرار متفاوت مختصات دو در حجم های المان بین

dx0′dx1′dx2′dx3′ = Jdx0dx1dx2dx3 (٢١)

آن در که

J = Det(Jµ′

µ ) = Det(
∂xµ′

∂xν
) (٢٢)

انتگرال این از هیچ΋دام و کند ͳم حساب انتگرال این برای مقداری کند ͳم انتخاب که ͳمختصات به بسته ͳهرکس بنابراین دارد. نام تبدیل جاکوبی

در که کنیم تعریف حجم اندازه Έی بایست ͳم باشیم داشته مختصات از مستقل و تعریف خوش انتگرال Έی آنکه برای نیستند. مساوی هم با ها
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شود ͳم تبدیل زیر صورت به Έمتری که دانیم ͳم کنیم. ͳم توجه Έمتری تبدیل به کار این برای باشد. ی΋سان مختلف مختصات

gµν =
∂xµ′

∂xµ

∂xν′

∂xν
gµ′,ν′ (٢٣)

بنویسیم: زیر ͳماتریس صورت به توانیم ͳم را رابطه این

[g] = [J ][g′][J ]T (٢۴)

است،  ͳ΋ی آن ترانهاده دترمینان با J ماتریس دترمینان که این به توجه و طرف دو دترمینان محاسبه با است. Έمتری ماتریس [g] از منظور آن در که

رسیم: ͳم زیر رابطه به g = det([g]) خلاصه نماد از استفاده با و

√
−g = J

√
−g′ (٢۵)

به آنها ترکیب اما نیستند، اس΋الر هیچ΋دام
√
−g و d4x = dx0dx1dx2dx3 چه اگر اینکه آن و رسیم ͳم مهم تساوی Έی به ترتیب این به

است: اس΋الر Έی حاصل انتگرال و گرفت انتگرال زیر صورت به اس΋الر توابع از توان ͳم نتیجه در است. اس΋الر Έی
√
−gd4x صورت

∫
S
√
−gd4x =

∫
S(

√
−g′J)J−1d4x′ =

∫
S′
√
−g′d4x′. (٢۶)

کرد تعریف زیر صورت به را ها تانسور ͳالΎچ انتگرال توان ͳم مشابه طریق به شود. ͳم نامیده ٣ اس΋الر ͳالΎچ Έی S
√
−g کمیت

∫
Tµν√−g (٢٧)

ختلف ͳم نقاط در را تانسورها زیرا بود. خواهد تانسور Έی است،  Έکوچ بسیار گیری انتگرال ناحیه که ͳوقت تنها آنها انتگرال حاصل چه اگر

بشناسیم. را آن بهتر که کنیم ͳم ͳسع بنابراین کرد،  خواهیم استفاده زیاد
√
−g کمیت از آینده های درس و درس این در کرد. جم΄ هم با توان ͳنم

استفاده کثرت دلیل به نمادگذاری این در است. کرده ͳمعرف را آن ۴ خود کتاب در دیراک که کنیم ͳم استفاده نمادگذاری Έی از بعد به این از

است. مفید و جویانه صرفه العاده فوق دیراک دیΎر پیشنهادهای همه مثل نمادگذاری این دهیم. ͳم نمایش √ با فقط را آن √g از

Scalar Density٣

P.A.M. Dirac, General Theory of Relativity, Wiley,1975۴
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Έمتری دترمینان رباره د مفید رابطه چند ٣

کنیم ͳم توجه نخست کنیم. ͳبررس را آن مورد در مفید رابطه چند آینده های استفاده برای که است بهتر ایم،  برده پی √ ≡ √
g اهمیت به که حال

داریم ها، مشتق باره در dX1/2 = 1/2X−1/2dX ساده رابطه به توجه با که

(
√
),ν =

1

2

1
√g,ν . (٢٨)

بیاوریم: یاد به Έمتری با را کریستوفل علایم رابطه که نیست بد هم روابط این از ͳبعض استخراج برای آوریم. ͳم بدست را مفید رابطه چند حال

Γαβµ =
1

2

(
− gβµ,α + gβα,µ + gαµ,β

)
. (٢٩)

که دهد ͳم نشان وضوح به رابطه این

Γαβµ = Γαµβ .

:Έی رابطه n

δgµν = −gµαgνβδgαβ (٣٠)

که دانیم ͳم اثبات: n

gµνgνβ = δµβ (٣١)

به رسیم ͳم طرفین از گیری مشتق با است صفر δµβ مشتق که آنجا از

δgµνgνβ + gµνδgνβ = 0. (٣٢)

ͳم را رابطه این که است ͳطبیع رسیم. ͳم شده خواسته رابطه به کنیم نامΎذاری دوباره را ها اندیس و کنیم ضرب gβα در را طرفین اگر

نوشت: نیز زیر صورت به توان

∂σg
µν = −gµαgνβ∂σgαβ . (٣٣)

آنگاه: دهیم، نشان g با را Έمتری دترمینان اگر دو: رابطه n

δg = ggαβδgαβ (٣۴)
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بنویسیم: پایه آن در توانیم ͳم کنیم قطری را [g] ماتریس اگر اثبات: n

g = λ1λ2 · · ·λn (٣۵)

داشت: خواهیم کنیم، تقسیم g بر و کنیم حساب را طرفین وردش اگر هستند. Έمتری ماتریس مقدارهای ویژه ها λi آن در که

g−1δg =
δλ1

λ1
+

δλ2

λ2
+ · · · δλn

λn
(٣۶)

نوشت: زیر صورت به را آن توان ͳم که [g]−1δ[g] ماتریس ردˈ جز نیست چیزی راست طرف اما

Tr([g]−1δ[g]) = gµνδgνµ.

رسیم: ͳم زیر نتیجه به ͳقبل رابطه و رابطه این ترکیب با

δg = ggµνδgνµ. (٣٧)

برسیم: زیر نتیجه به ͳقبل رابطه و رابطه این ترکیب با توانیم ͳم داریم، احتیاج √ همان یا √g به بیشتر ما که آنجا از

δ
√

=
1

2
√

gαβδgαβ . (٣٨)

نوشت: توان ͳم نیز زیر صورت به را رابطه این که است ͳطبیع

∂µ
√

=
1

2
√

gαβ∂µgαβ . (٣٩)

سه: رابطه n

√
,ν

= Γµ
µν
√
. (۴٠)

هستند: زیر صورت به کریستوفل علائم که دانیم ͳم اثبات:

Γαβν =
1

2

(
− gβν,α + gαν,β + gβα,ν

)
. (۴١)

اگر نیستند. متقارن علایم این اول اندیس دو به نسبت اما دهد. ͳم نشان آخر اندیس دو به نسبت را علائم این تقارن خوبی به رابطه این

داشت: خواهیم بنویسیم را رابطه این دیΎر بار Έی و کنیم عوض را اندیس دو این جای

Γβαν =
1

2

(
− gαν,β + gβν,α + gαβ,ν

)
. (۴٢)
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آوریم: ͳم بدست کنیم جم΄ هم با را رابطه دو این اگر

gαβ,ν = Γαβν + Γβαν . (۴٣)

رسیم: ͳم زیر نتیجه به کردیم ثابت که ͳˈدوم رابطه به توجه با

√
,µ

=
1

2
√

gαβgαβ,µ =
1

2
√

gαβ(Γαβµ + Γβαµ) =
√

gαβΓαβµ =
√

Γβ
βν (۴۴)

کنیم. ثابت خواستیم ͳم که است چیزی همان که

که دهید نشان تمرین: n

gβν,α = −(Γβν
α + Γνβ

α). (۴۵)

چهار: رابطه n

(gµν
√
) ,ν = −Γµν

ν
√
. (۴۶)

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده ایم آورده بدست کنون تا که ͳروابط از اثبات:

(gµν
√
g),ν = gµν,ν

√
g + gµν(

√
g),ν = −gµαgνβgαβ,ν

√
g + gµν(

√
g),ν

= −gµαgνβ(Γαβν + Γβαν)
√
g + gµν(

√
g),ν

= −gµαgνβ(Γαβν + Γβαν)
√
g + gµνΓα

αν

√
g. (۴٧)

از نظر صرف با را آخر جمله دو واق΄ در کنند. ͳم حذف را ی΋دیΎر آخر، اندیس دو به نسبت کریستوفل علائم تقارن دلیل به آخر جمله دو

بنویسیم: زیر صورت به توانیم ͳم √g ضریب

−gµαgνβΓβαν + gµνgαβΓβαν = (−gµαgνβ + gµνgαβ)Γβαν (۴٨)

با: مانیم ͳم ͳباق ترتیب این به است. صفر مساوی بنابراین و است (α, ν به (نسبت متقارن جمله Έی و پادمتقارن جمله Έی ادغام که

(gµν
√
g),ν = −Γµν

ν

√
g (۴٩)

کنیم. ثابت خواستیم ͳم که است چیزی همان که

٩



استوکس و گاووس قضایای ۴

زیر ش΋ل به قضیه دو این بعدی سه برداری های میدان برای ایم. شده آشنا استوکس و گاوس قضیه دو با مغناطیس و ال΋تریسیته ͳمقدمات درس در

شوند: ͳم بیان

∫
∂V

A · ds =
∫
V

dv∇ ·A∫
∂S

A · dl =
∫
S

dA · ds. (۵٠)

∂V و محدود و پارچه Έی بسته، حجم Έی V روابط این در شناسیم. ͳم استوکس قانون عنوان به را ͳدوم و گاوس قانون عنوان به را اول رابطه

و ΀سط روی گیری انتگرال جهت رابطه نیز مورد دو هر در است. آن مرز ∂S و ی΋پارچه و دلخواه بعدی دو ΀سط Έی S چنین هم است. آن مرز

یادگرفته را روابط این مغناطیس و ال΋تریسیته ͳمقدمات درسهای در که آنجا از شود. ͳم تعیین راست دست قانون با آن مرز و ΀سط روی یا حجم

دلخواه خمینه هر برای ͳیعن ͳکل حالت در قضایا این که کنیم ͳم اکتفا نکته این ذکر این به تنها پردازیم. ͳنم روابط این بیشتر بسط و شرح به ایم

خمینه به مربوط درس در واق΄ در نامیم. ͳم استوکس قضیه یا استوکس رابطه بعد به این از را رابطه این هستند. معتبر بعدی هر در و ͳ΋متری هر با

است ͳکاف تنها و باشد Έمتری Έی دارای خمینه که نیست این به نیازی ͳحت استوکس قضیه برقراری برای که شود ͳم داده نشان دیفرانسیل های

Έمتری با ͳریمان خمینه Έی با که کنیم ͳم فرض و پردازیم ͳنم ظرایف این به بخش این در ما ͳول باشد. شده تعریف آن روی حجم المان Έی که

آید: ͳم بدست زیر ش΋ل به Aµ برداری میدان Έی هموردای مشتق خمینه این روی داریم. سروکار gµν

Aµ
;µ = Aµ

,µ + Γµ
νµA

ν = Aµ
,µ +

√
g
−1√

g,νA
ν . (۵١)

نوشت: زیر ش΋ل به توان ͳم را رابطه این کنیم،  ضرب √
g در را طرفین اگر

Aµ
;µ
√

= (Aµ√),µ (۵٢)

Ω ͳریمان زیرخمینه Έی روی را رابطه این طرف دو انتگرال توان ͳم حال

∫
Ω

Aµ
;µ
√
d4x =

∫
Ω

(Aµ√) ,µd
4x (۵٣)

بنویسیم: توانیم ͳم کنیم استفاده استوکس قضیه از راست طرف در اگر نوشت.

∫
Ω

Aµ
;µ
√
d4x =

∫
∂Ω

(Aµ√)d3x, (۵۴)
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از صورت این در کند. ͳم صدق Aµ
;µ = 0 شرط در که داریم سروکار ای برداری میدان با که کنید فرض حال است. Ω ناحیه مرز ∂Ω آن در که

آوریم: ͳم بدست (۵٢) ی رابطه

(Aµ√) ,µ = 0. (۵۵)

به که ،J := A
√ جریان و ρ; = A0√ ͳالΎچ با Aµ√ = (A0√,A

√
) چاربردار برای ͳپیوستگ قانون Έی جز نیست چیزی رابطه این

شود: ͳم نوشته زیر صریح صورت

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0 (۵۶)

نوشت: توان ͳم V مثل ای بسته حجم هر برای که کند ͳم بیان رابطه این شود. ͳم نوشته

d

dt

∫
V

A0√dv = −
∫
∂V

A
√ · ds. (۵٧)

رابطه از بالاتر یا دو مرتبه تانسور Έی هموردای مشتق که است این هم اش دلیل نیست. صحیح دیΎر تانسورها، برای گفتیم بردارها برای که آنچه

ما نظر مورد تانسور که است ͳوقت آن و باشد برقرار ای رابطه چنین است مم΋ن خاص حالت Έی در اما کند. ͳنم پیروی (۵٢) رابطه به شبیه ای

آید: ͳم بدست زیر صورت به Fµν مثل تانسور Έی هموردای مشتق که دانیم ͳم باشد. پادمتقارن

Fµν
;σ = Fµν

,σ + Γµ
σρF

ρν + Γν
σρF

µρ (۵٨)

بنویسیم: توانیم ͳم آن نتیجه در که

Fµν
;ν = Fµν

,ν + Γµ
νρF

ρν + Γν
νρF

µρ

= Fµν
,ν +

√−1√
,ρ
Fµρ (۵٩)

خود پایین اندیس دو به نسبت Γµ
νρ (زیرا است صفر با برابر ͳوسط جمله پادمتقارن تانسور Έی برای که ایم کرده استفاده این از دوم سطر در

بنویسیم: توانیم ͳم √ در بالا رابطه در طرفین کردن ضرب با بنابراین شود). ͳم صفر F ρν با آن ادغام و است متقارن

Fµν
;ν

√
= (Fµν√),ν (۶٠)

برقرار Fµν
;ν = 0 رابطه که ͳصورت در و کنیم ͳط کردیم ͳط بردارهای برای که روندی همان توانیم ͳم نیز پادمتقارن تانسورهای برای بنابراین

برسیم: ͳپایستگ قانون Έی به زیر ترتیب به باشد،

(Fµν√),ν = 0, (۶١)

١١



است: مختلف چاربردار تا چهار برای ͳپایستگ قانون Έی که

Jµ = (ρµ0,Jµ) (۶٢)

بنویسیم: توانیم ͳم ها این از هرکدام برای هستند. جریان بردارهای Jµ = (Fµ1, Fµ2, Fµ3) و ها ͳالΎچ ρµ = Fµ0 ها آن در که

d

dt

∫
V

ρµ
√
dv = −

∫
∂V

Jµ√ · ds. (۶٣)

هیلبرت ‐ اینشتین کنش ۵

هیلبرت دیوید و اینشتین آلبرت :١ ش΋ل

١٢



گرانش ͳنسبیت نظریه که این بود. کرده منتشر ͳمقالات سلسله در و تدوین را عام نسبیت نظریه اعظم قسمت اینشتین ،١٩١۵ تا ١٩١٢ سال از

خم به فضایی چنین Έمتری و شد خواهد ͳنااقلیدس هندسه Έی به منجر نظریه این اینکه و شود، نوشته تانسورها اساس بر بایست ͳم حتما

دیدارهایی و گسترده م΋اتبات ١٩١۵ در بود. شده ثابت اینشتین توسط فاصله این در ͳΎهم انجامد، ͳم سنگین جرم Έی کنار در نور شدن

کار میدان معادلات نهایی ش΋ل باره در مستقل و همزمان دو این شد. انجام بود، همتایی بی ریاضیدان زمان آن در که هیلبرت و اینشتین بین

ای مقاله در نهایتا و ها ͳسخنران سلسله Έی در بود نهاده پیش را ماده حضور در میدان معادلات آن در که اینشتین نهایی مقاله کردند. ͳم

مقاله و آورد بدست وردش اصل کاربردن به با را میدان معادلات مستقلا̈ هیلبرت دیوید نیز زمان همین در شد. منتشر ١٩١۵ نوامبر در او از

علم، مورخان بین در امروزه انجامید. طول به ١٩١۶ اوایل تا هیلبرت مقاله نهایی انتشار ͳول فرستاد. مجله به اینشتین از زودتر روز ۵ را اش

معادلات زودتر ͳکس چه که این موضوع دو آن برای اگرچه شود، ͳم دنبال علاقه با هیلبرت و اینشتین بین دیدارها و م΋اتبات این جزییات

آورد، بدست آن از را عام نسبیت میدان معادلات توان ͳم وردش اصل از استفاده با که ͳکنش نداشت. ͳچندان اهمیت کرده کشف را نهایی

شود. ͳم نامیده اینشتین‐هیلبرت کنش

در است. شده آن ΁پاس یافتن به موفق و پرسیده هیلبرت که است ͳسوال همان این آورد؟ بدست کنش Έی وردش از توان ͳم را اینشتین معادله آیا

نظر در ماده غیاب در را اینشتین معادله ͳسادگ برای فعلا آوریم. ͳم بدست را مربوطه کنش و است مم΋ن کار این که دهیم ͳم نشان بخش این

کنید: تعریف آن روی را زیر کنش و بΎیرید نظر در را زمان فضا‐ در Ω مثل دلخواه ناحیه Έی گیریم. ͳم

S[g] =

∫
Ω

R
√
gd4x. (۶۴)

مرز در که ͳشرط به ها Έمتری روی S وردش صورت این در ایم. نوشته S[g] صورت به را آن دلیل همین به است، Έمتری از ͳتابع Έی کنش این

ͳم توجه نخست دهیم. نشان اکنون باید که است چیزی این شد. خواهد اینشتین معادله به منجر نکنند، تغییر آن مشتقات و gµν Έمتری Ω ناحیه

است: چنین ͳریچ تانسوری ش΋ل کنیم

Rµν = Γσ
µσ,ν − Γσ

µν,σ − Γσ
µνΓ

ρ
σρ + Γρ

µσΓ
σ
νρ. (۶۵)

را ͳریچ اس΋الر بنابراین هستند. Έمتری اول درجه مشتقات شامل بعدی جمله دو و Έمتری دوم درجه مشتقات شامل اول جمله دو تانسور، این در

نویسم: ͳم جمله دو تفاضل صورت به

R = gµνRµν = R∗ − L (۶۶)

آن در که

R∗ = gµν(Γσ
µσ,ν − Γσ

µν,σ) (۶٧)
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و Έمتری دوم درجه مشتقات شامل

L = gµν(Γσ
µνΓ

ρ
σρ − Γρ

µσΓ
σ
νρ) (۶٨)

بنویسیم مرزی انتگرال Έی صورت به را اول جمله انتگرال بتوانیم شاید که است این سازی جدا این فایده هستند. Έمتری اول درجه مشتقات شامل

عددی، ضریب Έی از نظر صرف و کامل، مشتقات آن از کردن نظر صرف با که داد خواهیم نشان اول قدم در واق΄ در باشد. صفر آن وردش که

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را کنش

S =

∫
L
√
gd4x. (۶٩)

دهیم. ͳم انجام را مرحله دو این ترتیب به شود. ͳم اینشتین معادله به منجر Έمتری به نسبت کنش این وردش که داد خواهیم نشان نیز دوم قدم در

اول قدم ١ . ۵

آیند: در کامل مشتقات صورت به اول جمله دو که کنیم ͳم کاری √
g در R∗ کردن ضرب از پس

R∗√g =
(
gµνΓσ

µσ

√
g
)
,ν
−
(
gµνΓσ

µν

√
g
)
,σ
− (gµν

√
g),νΓ

σ
µσ + (gµν

√
g),σΓ

σ
µν (٧٠)

داشت: خواهیم نتیجه در . کنیم ͳم نظر صرف هستند، کامل مشتق که دوم و اول جملات از

R∗√g = −(gµν
√
g),νΓ

σ
µσ + (gµν

√
g),σΓ

σ
µν . (٧١)

روابط ͳیعن ایم کرده ثابت قبلا که ͳروابط از حال

(gµν
√
g) ,ν = −Γµν

ν

√
g ,

√
g ,ν = Γµ

µν

√
g (٧٢)

نویسیم: ͳم زیر صورت به را (٧١) عبارت و کنیم ͳم استفاده gµν,σ = −gµαgνβgαβ,σ رابطه چنین هم و

R∗√g = (Γµν
ν

√
g)Γσ

µσ + (gµν,σ
√
g + gµν

√
g ,σ)Γ

σ
µν

= Γµν
ν

√
gΓσ

µσ +
(
− gµαgνβgαβ,σ

√
g + gµνΓα

ασ

√
g
)
Γσ

µν (٧٣)

رابطه از حال

gαβ,σ = Γαβσ + Γβασ
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نویسیم: ͳم (٧٣) راست طرف در پرانتز داخل جمله اولین کردن ساده برای و کنیم ͳم استفاده

gµαgνβgαβ,σ = gµαgνβ(Γαβσ + Γβασ) = Γµν
σ + Γνµ

σ (٧۴)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به (٧٣) رابطه نتیجه در

R∗√g =
(
Γµν

νΓ
σ
µσ − (Γµν

σ + Γνµ
σ)Γ

σ
µν + gµνΓα

ασΓ
σ
µν

)√
g

= (Γµν
νΓ

σ
µσ − 2Γµν

σΓ
σ
µν + gµνΓα

ασΓ
σ
µν

)√
g. (٧۵)

داشت: خواهیم بنابراین هستند. ی΋سان پرانتز داخل سوم و اول جمله که شویم ͳم متوجه ها اندیس نام تغییر با

R∗√g = 2(Γµν
νΓ

σ
µσ − Γµν

σΓ
σ
µν)

√
g (٧۶)

با: است متناسب اینشتین‐هیلبرت کنش بنابراین 2L√g. جز نیست چیزی بالا عبارت راست طرف اما

S =

∫
Ω

L
√
gd4x =

∫
gµν

(
Γα

µνΓ
β
αβ − Γβ

µαΓ
α
νβ

)√
gd4x ≡

∫
(A−B)d4x. (٧٧)

کنش وردش محاسبه دوم: قدم ٢ . ۵

شود: ͳم محاسبه زیر صورت به اول جمله وردش کنیم. ͳم حساب را بالا جمله دو وردش حال

δA = δ(Γα
µνΓ

β
αβg

µν√g) = Γα
µνδ(Γ

β
αβg

µν√g) + δ(Γα
µν)Γ

β
αβg

µν√g (٧٨)

به برسیم تا کنیم ͳم باز هم را دوم جمله و کنیم ͳم استفاده Γβ
aβ

√
g =

√
g

,α
که این از اول جمله در

δA = Γα
µνδ(g

µν√g ,α) + Γβ
αβ

[
δ(Γα

µνg
µν√g)− Γα

µνδ(g
µν√g)

]
(٧٩)

رسیم: ͳم زیر رابطه به و Γα
µνg

µν√g = −(gαν
√
g) ,ν که کنیم ͳم استفاده این از راست طرف دوم جمله در حال

δA = Γα
µνδ(g

µν√g ,α) + Γβ
αβ

[
− δ(gαν

√
g) ,ν − Γα

µνδ(g
µν√g)

]
(٨٠)

شود: ͳم حساب مشابه طریق به هم دوم جمله وردش

δB = δ(Γβ
µαΓ

α
νβg

µν√g) = δ(Γβ
µα)Γ

α
νβg

µν√g + Γβ
µαδ(Γ

α
νβ)g

µν√g + Γβ
µαΓ

α
νβδ(g

µν√g) (٨١)
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داشت: خواهیم بنابراین هستند. مساوی هم با واق΄ در اول جمله دو که فهمیم ͳم ها اندیس نام تغییر با ͳول

δB = 2δ(Γβ
µα)Γ

α
νβg

µν√g + Γβ
µαΓ

α
νβδ(g

µν√g)

= Γα
νβ

[
2δ(Γβ

µα)g
µν√g + Γβ

µαδ(g
µν√g)

]
= Γα

νβ

[
2δ(Γβ

µαg
µν√g)− 2Γβ

µαδ(g
µν√g) + Γβ

µαδ(g
µν√g)

]
= Γα

νβ

[
2δ(Γβ

µαg
µν√g)− Γβ

µαδ(g
µν√g)

]
= Γα

νβ

[
2δ(Γβν

α

√
g)− Γβ

µαδ(g
µν√g)

]
. (٨٢)

ش΋ل به را δB عبارت Γβν
α+Γνβ

α = −gβν,α که رابطه این از استفاده با و β و ν های اندیس تعویض به نسبت اول جمله تقارن به توجه با حال

در آوریم: زیر

δB = Γα
νβ

[
− δ(gβν,α

√
g)− Γβ

µαδ(g
µν√g)

]
. (٨٣)

که کنیم ͳم استفاده این از اول جمله در سپس

(gβν
√
g) ,α = gβν, α

√
g + gβν(

√
g) ,α

آوریم: ͳم در زیر ش΋ل به را B نهایی عبارت و

δB = Γα
νβ

[
− δ(gβν

√
g),α + δ(gβν

√
g,α)− Γβ

µαδ(g
µν√g)

]
. (٨۴)

به: رسیم ͳم و کنیم ͳم کم (٨٠) از را (٨۴) عبارت حال

δ(A−B) = Γα
µνδ(g

µν√g ,α) + Γβ
αβ

[
− δ(gαν

√
g) ,ν − Γα

µνδ(g
µν√g)

]
− Γα

νβ

[
− δ(gβν

√
g),α + δ(gβν

√
g,α)− Γβ

µαδ(g
µν√g)

]
. (٨۵)

با: مانیم ͳم ͳباق و کنند ͳم حذف را ی΋دیΎر پنجم و اول جملات

δ(A−B) = Γβ
αβ

[
− δ(gαν

√
g) ,ν − Γα

µνδ(g
µν√g)

]
− Γα

νβ

[
− δ(gβν

√
g),α − Γβ

µαδ(g
µν√g)

]
. (٨۶)

داشت: خواهیم سوم و دوم جملات جابجایی از پس

δ(A−B) = −Γβ
αβδ(g

αν√g) ,ν + Γα
νβδ(g

βν√g),α − Γα
νβΓ

α
µνδ(g

µν√g) + Γα
νβΓ

β
µαδ(g

µν√g). (٨٧)

١۶



نویسیم: ͳم بنابراین است. کامل مشتق Έی شود ͳم ایجاد که ͳتفاوت زیرا دهیم، قرار ها Γ روی ها مشتق توانیم ͳم دوم و اول جملات در

δ(A−B) = Γβ
αβ ,νδ(g

αν√g)− Γα
νβ, αδ(g

βν√g)− Γα
νβΓ

α
µνδ(g

µν√g) + Γα
νβΓ

β
µαδ(g

µν√g). (٨٨)

داشت: خواهیم آنها کردن ی΋نواخت و ها اندیس دوباره نامΎذاری از پس

δL ≡ δ(A−B) = Γβ
µβ ,νδ(g

µν√g)− Γα
νµ, αδ(g

µν√g)− Γα
νβΓ

α
µνδ(g

µν√g) + Γα
νβΓ

β
µαδ(g

µν√g)

=
[
Γβ

µβ ,ν − Γα
νµ, α − Γα

νβΓ
α
µν + Γα

νβΓ
β
µα

]
δ(gµν

√
g) = Rµνδ(g

µν√g) (٨٩)

ͳیعن ماده غیاب در اینشتین معادله اینکه آن و رسیم ͳم نهایی نتیجه به ترتیب این به

Rµν = 0,

اینشتین‐هیلبرت کنش به موسوم زیر کنش از توان ͳم را

S[g] =

∫
R
√
gd4x. (٩٠)

پرسیم ͳم حال نوشت. توان ͳم هم Rµν − 1
2Rgµν = 0 صورت به را ماده غیاب در اینشتین معادله که دیدیم گذشته درس در آورد. بدست

در که زیر اتحاد دو به است ͳکاف است. مثبت سوال این ΁پاس شود؟ ͳمنته نیز اینشتین معادله از ش΋ل این به مستقیما اینشتین‐هیلبرت کنش آیا

کنیم: توجه ایم کرده ثابت را آنها درس همین

δ(gµν) = −gµαgνβδgαβ , , δ(
√
g) =

1

2

√
ggαβδgαβ . (٩١)

بنویسیم: توانیم ͳم محاسبه ͳکم با صورت این در

Rµνδ(g
µν√g) = Rµν

[
(δgµν)

√
g + gµνδ(

√
g)
]

= Rµν

[
− gµαgνβδgαβ

√
g + gµν

1

2

√
ggαβδgαβ

]
= −

[
Rαβ − 1

2
gαβR

]√
gδgαβ . (٩٢)

حضور در را اینشتین معادله آنکه برای شود. ͳم خلاء در اینشتین معادله به منجر تنها S[g] =
∫
R
√
gd4x کنش گفتیم ابتدا در که همانطور

این کنیم. اضافه ͳجملات کنش این به باید آوریم، بدست کنش Έی از آن نظایر و ͳترومغناطیس΋ال میدان حضور در باردار، ماده حضور در یا ماده،

خوب مرج΄ Έی کند. مراجعه عام نسبیت های کتاب به تواند ͳم علاقمند خواننده اما دهیم. ͳنم انجام ͳمقدمات درس این در ما که است کاری

۵ است. دیراک کتاب فشرده ͳول
P.A.M. Dirac, General Theory of Relativity, Wiley,1975۵
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